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�� は じ め に

データに内在する何らかの規則性を発見ないしは同

定することを目指す人工知能の研究分野には，機械

学習と並んで科学的法則発見がある．科学的法則発

見の研究分野の草創期研究として最も代表的なもの

は，0�
��	�等による !�123 システムに関するも

のである 40�
��	� 	� �� ��567．この研究を引き継

ぐ形で，'�89:38:.+ 4;�	�
 �

 <��/�� ��5=7，

�!�1>& 4'��/	
���
	� �

 �������/� ��5=7，.�&

43��
����	
 �

 0�
��	� ���?7 など，!�123 で

用いられた原理に基礎を置く，多くの科学的法則式発

見システムが提案された．これらは，何れも連続プロ

セスを対象とした実験的数値測定データから，それら

を支配する１本の完全方程式��を探索するものである．

しかしながら!�123方式では，本当に対象系を支配

する機構を反映した科学的法則式を導出する保証はな

く，実験データに見かけ上フィットするだけの単なる

実験式を導出してしまう可能性が高い．また，そのア

ルゴリズムは計算量爆発の問題を有し，高々数個程度

の数量で表される規模の対象系しか扱うことができな

い．更に数量の測定ノイズや誤差に非常に敏感であり，

十分な精度の法則式を同定することが困難である場合

が多いことが報告されている 4&���@	� ���?� 8��
�

� ' �個の数量の自由度を 'だけ制約して��'自由度とする
方程式を，完全方程式という．例えば (���)�*(���)� + "

は ,変数の自由度を -つ制約するので，完全方程式ではな
い．

大規模システムに関する科学的連立方程式モデルの発見



A

�

 <��/�� ���=7．

このような問題点を軽減するために，前述の �!�-

1>&の拡張版や12B:9 4;�/�� ��5=7などは，数量

の有する単位次元の知識に基づき次元解析の手法を適

用し，数理的にあり得ない項の探索枝刈りを効率的に

行う手法を採用した．法則式に表れる数量は単なる純

粋数ではなく，一定の測定過程を通じて得られたもの

である．そのため，数量は測定量として単位次元の情

報を有し，この単位次元に照らして数理的に許容され

る形式を有する方程式のみが法則式の候補となる．従っ

て，単なる実験式ではなく科学的法則式である可能性

が極めて高い方程式を発見可能である．しかしながら，

これらは物理学など各数量の単位次元に関する知識が

明確である問題領域にしか適用できないという，強い

制限を有する．

これに対し，筆者等は新しい原理に基づく $���
�

������

� ����
� %&�&() という，定量的な科学的法

則式発見システムの開発を行った 4C����� �

 ����-


� ���67．このシステムは，各数量が有するスケールタ

イプの知識に基づいて，数量間に数学的に許容される

定量的関係を強く絞り込むスケールタイプ制約と，測

定データから得られた数量間の部分的な関係から，数

学的に許容される全体関係を絞り込む恒等制約を用い

る．そして，これら２つの制約を用いて非常に効率的

に，法則式として数理的にあり得ない数量関係の探索

の枝狩りを行う．単位次元と異なり，各数量のスケール

タイプに関する知識は非常に幅広い問題領域で得られ

るため，&�&は実験心理学や経済学，社会学など，多

くの非物理的領域に適用可能である．このような数学

的制約の導入により必要とされる計算量は少なく抑え

られる．そのため，&�&は１つの完全方程式に数十個

程度の数量が含まれるような複雑な対象系に関し，法

則式やそれに基づくモデル式である可能性が極めて高

い完全方程式を得ることが可能である．更にこれらの

制約に適切な統計的データ処理を組み合わせることに

よって，数量データに含まれる測定ノイズや誤差に対

してロバストな，方程式導出が行える．

以上一連の研究成果にもかかわらず，これまでに発

見対象となっている科学的法則式やモデル式は，１つの

完全方程式で表されるものに限られている．しかしな

がら実際的な大規模問題では，複数の機構が作用する

系を対象とする場合が殆どである．このような系は多

くの場合，複数の完全方程式で表されるため，上記に述

べた手法では扱うことができない．過去に開発された幾

つかの法則式発見システムには，この点について一定の

配慮を行うものが存在する．水は固体，液体，気体のそ

れぞれの相で，全く異なった状態方程式に従う．このよ

うに対象系が異なる完全方程式によって支配される幾

つかのモードを有する場合に，前述の'�89:38:.+

や �!�1>&は，実験データから対象系の各モードと

それらの間の遷移条件を見いだし，更に各モードを支

配するそれぞれ１つの完全方程式の発見を行う手法を

備えている．実際問題において，対象系が複数のモード

を有する場合は多く，この手法は法則式発見の範囲拡大

に貢献する．しかしながら，対象系が複数の方程式で表

現されるより一般的な場合は，複数の機構が同時に作

用して連立方程式系を構成するものである．特に殆ど

の大規模な対象系は連立方程式で表現される．科学的

連立方程式モデルを発見することは，対象系で作用し

ている複数の機構間の依存関係を把握するためにも欠

くことができない 4.����/� �

 &���
 ��5=� ������

��567．過去にもデータから連立微分方程式系を発見す

る能力を有する 0�D9�3D:というシステムが開発

されている 4��	���/� �

 +�
�����/� ���E7．しかし

ながら，これは与えられたデータに対して，基本的に

種々の連立方程式の生成とその当てはめ検証を繰り返

す探索方式を採るため，膨大な計算量を要しかつ単な

る実験式を含む多数の解候補及びそれら各々の冗長な

表現形式を与えてしまうという問題を有する．

本研究では，科学的法則式やモデル式である可能性

の極めて高い方程式を，効率的に導出する &�& の能

力を備えつつ，大規模な対象系について実験データか

ら，必要な数学的許容条件を満たす科学的連立方程式

モデルを発見することが可能な手法の提案を目的とす

る．ただし，ここでは対象系やその実験条件について

３つの条件を仮定する．１つは，対象系は我々が着目

する状態の範囲内において，定量的かつ連続な数量の

みを含む幾つかの完全方程式から成る制約不足の連立

方程式で表されるという仮定である．操作実験が可能

な実際の対象系は，連立方程式中に含まれる数量が制

約不足であるために，種々の数量操作が可能である．実

験系では制約充足や制約過剰な系は対象となり得ない．

２つ目は，各方程式に表れる全ての数量を何らかの手

段で観測可能なことである．３つ目は，各方程式にお

いて他の方程式の制約を満たしつつ，１つの従属な数

量を除いて全ての数量を実験的に適当な値に制御する

何らかの手段が存在することである．これらは，実験

環境でのデータ採集を前提とする従来の!�123系の

手法に共通した仮定である．このような問題設定の下

で以下を検討し，定式化並びに評価を実施した．

%�( 数量間の制約に関する不変構造の観点から，制

約不足な連立方程式を数学的に特徴付ける．

人 工 知 能 学 会 誌
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図 � 並列抵抗の電子回路

%A( 対象系を操作する実験を通じて，上記不変構造

を導出するアルゴリズムを定式化する．

%F( 従来の科学的法則式発見手法を連立方程式中の

各式の分離同定に用いる原理とアルゴリズムを定

式化する．

%E( 種々の例題を通じ，提案手法の性能や適用性を

評価する．

我々は %�(から %F(に至る研究によって得られたアル

ゴリズムと理論に基づいて，$�������	
��� ��
����



��	�

 %&&'()と名付けたツールプログラムを開発し

た．そして %E(において，前述のように優れた特徴を有

する &�&とこの &&'を組み合わせることにより，そ

の性能と適用性を評価した．

�� 連立方程式発見の基本原理の検討

�・� 問 題 提 起

最初に，制約不足の連立方程式に関するある簡単な

例を通じて，連立方程式が有する数量間の制約構造に

関する問題を提起する．この問題提起は連立方程式が

有する不変構造を導く重要な糸口を与える．図 �は２

本の抵抗と１つの電池からなる電子回路である．これ

は以下の４本の式からなる連立方程式によってモデル

化できる．

�� G ���� 4�7� �� G ���� 4A7�

�� G �� 4F7� �� G �� 4E7� %�(

ここで ��� ��H２つの抵抗値�

��� ��H抵抗の両端電圧�

��� ��H抵抗を流れる電流�

��H電池の供給電圧

上記と異なる形式で以下のモデルを与えることも可能

である．

���� G ���� 4�7� �� G ���� 4A7�

�� G �� 4F7� �� G �� 4E7 %A(

両モデルとも，定量的に正しい回路動作挙動を与える

ことができる．しかしながら，直感的に見て前者の方

がより自然で理解し易いように思える．この差異は，

両モデルにおける数量配置が異なることによると考え

られる．連立方程式における数量の配置を体系的に扱

うために，ここでは $接続行列)を用いることにする．

接続行列 � の各行は連立方程式の各式に対応し，各列

は各数量に対応する．もし，��番目の数量が ��番目
の方程式に現れるならば，� の %�� �( 要素である ���

を �と置き，そうでない場合には ?と置くことにする

4������ ��567．以下の２つの ��� �� が，それぞれ式

%�(及び式 %A(に関する接続行列である．

�� �� �� �� �� �� ��

�� G

�
����

? � ? � ? � ?

? ? � ? � ? �

� � ? ? ? ? ?

� ? � ? ? ? ?

�
����

�� G

�
����

? ? ? � � � �

? ? � ? � ? �

� � ? ? ? ? ?

� ? � ? ? ? ?

�
����

制約不足の連立方程式を対象とするため，� 行 	 列

の接続行列は� 
 	 を満たす．ここで外生的に幾つ

かの数量を制御操作することによって，連立方程式中

で �%� 	(個の未定数量を含む同じく �%��(本の方

程式を得ることができれば，その �本の部分連立方程

式を解いて �個の数量の値が決定可能となる．外生的

に１つの数量を制御操作することは，その数量値が既

知となって方程式の未定数量から除かれるために，上

記の接続行列上で言えば対応する列を行列から除去す

ることに相当する．従って，制約不足の連立方程式の

一部が数量の外生的制御操作によって解けるようにな

るということは，接続行列上では列の幾つかを除去す

ることによって，�個の行が同じく �個の非零列を持

つようにできることに対応する．この時，これら �個

の数量の値は部分連立方程式を解くことで $決定) す

る．本論文では，そのような �本の部分連立方程式を

次数 �の $完全部分集合)と呼ぶことにする．電子回

路の最初のモデル式 %�(において，もし �� と �� の

値を外生的に制御操作すれば，��の１行目と３，４行

目が ��� ��� �� の３つの非零列のみを含むようになる．

従って，式集合 �4�7� 4F7� 4E7�は３次の完全部分集合で
ある．この時，３数量 ��� ��� �� の値が決定するのに

対し，ここからは ��と��の値は決まらない．一方で，

大規模システムに関する科学的連立方程式モデルの発見
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後者のモデル式 %A( において同様に ��と��の値を外

生的に制御操作しても，��の行の何れの組み合わせも

３つ以上の非零列を有し，次数３の完全部分集合は得

られない．しかしながら，実際の図 �の電子回路に ��

と �� の外生的制御操作を施すならば，最初のモデル

による数量の決定結果が正しいことは明かである．実

際，前者のモデルは数量の如何なる外生的制御操作に

関しても，実際の系と同じ数量決定結果を与える．即

ち数量の制約構造に関して，前者のモデルは実際の系

と $同型) である．これに対して，後者のモデルは幾

つかの外生的制御パターンに対して実際とは異なった

数量決定結果を与える．前者のように接続行列が実際

の対象系と同型な制約構造を有するモデルを，本論文

では $構造形)と呼ぶことにする．

�・� 連立方程式の制約構造の特徴付け

本節では上述の問題提起を受けて，制約不足の連立

方程式が有する制約構造に関し，より精密な数学的定

式化と特徴付けを与える．まず定式化の基礎として，幾

つかの基本的定義を導入する．

【定義 �・�】（接続行列） 互いに代数独立な複数方

程式の集合 � G �
���� G �� �����が与えられ，それ
らが数量集合 � G ��� �� G �� ���� 	� を含むとする．
ある行列 � の %�� �(要素を ��� とした時，��%� �(が


��%� �( に現れるならば ��� G �，そうでなければ

��� G ?とする行列 � を $接続行列)という． �

【定義 �・�】（完全部分集合） � を接続行列とし，

それに関して ��%� �(及び ��%	 �(とする．� か

ら ��に属する数量に対応する列を全て除去した時，

その��に属する式に対応する行に関する部分接続行

列を � 4�������7と表す．更に，� 4�������7

において少なくとも１つ以上の要素が非零である列

（非零列）の集合を 	�%� � � ��( とする．もし

���� G �	�� G �であるならば，�� を次数 �の $

完全部分集合)という．ここで，� 
 �は集合の濃度を
表す． �

これらの定義に基づき，完全部分集合に関する幾つか

の数学的性質を導くことができる．

［定理 �・�］（対称性定理） 接続行列� においてあ

る列集合�� %���� G �(を除いた時，次数 �の完全

部分集合 �� が得られるものとする．更に � 4����7

を �� 内の方程式と �内の数量に関する部分接続行

列とする．ここで � 4����7の非零列の集合を ��と

する．この時，�� において濃度が�である任意の部

分集合��� %ただし，� G �� ���� �������(を除いても，

同様に次数 �の完全部分集合 ��が得られる． �

証明� 定義 A Aの	�は部分接続行列 � 4�������7

の非零列集合であるので，�� G �� I 	�である．

次数 �の完全部分集合の定義から ���� G �� �	�� G

� であるので，���� G � I � である．����� G

� %� G �� ���� �������( であるような任意の列集

合 ���%	 ��( の除去について，その残りの列集

合 	�� G �� � ��� は濃度 %� I �( � �，即ち

�	��� G �を有する．従って，任意の ��� の除去に

ついて，�� は次数 �の完全部分集合である．

［定理 �・�］（不変性定理） 方程式の全体集合 ��

上の変換 � H �� � �� を考える．�� が � におけ

る次数 � の完全部分集合であるとする．もし，変換

� %��( が方程式の数と非零列構造を保存する，即ち

���� G ��%��(�及び ��� を � 4� %��(7の非零列集

合であるとした場合�� G ���であるならば，� %��(

も次数 �の完全部分集合である． �

証明� �� G ��� であるため，�� を � 4��7 及び

� 4� %��(7の何れにおいて削除しても，同一の非零列集

合	�が得られる．��が次数�の完全部分集合である

時 ���� G �であるので，もし ���� G ���� � G �I�

ならば ��を ���� G �と選ぶことによって，�	��
を �とすることができる．そのようなある��の下で

は，���� G ��%��(� G �	�� G �であり，� %��(は

次数 �の完全部分集合の条件を満たす．

注意 �・� $対称性定理)は，各完全部分集合に含

まれる数量のうち必要数 � 個を外生的に制御する限

り，実験上の制御数量の選び方に依らずに，即ち探索

アルゴリズムとは独立に，その同一の完全部分集合を

同定可能であることを示している．完全部分集合のこ

の性質に基づけば，効率的で完全かつ健全な探索アル

ゴリズムを得ることが可能である． �

注意 �・� 先に１つの方程式においては直接に制

御できない従属数量が１つ存在することを許すという

仮定を置いたが，$対称性定理)はこの条件の下でも実

験を通じて各完全部分集合と定量的に正しい各方程式

形を正しく導出する理論的保証を与える．もし，ある

完全部分集合に１つの従属数量が存在するならば，他

の制御可能な数量を適切に制御することで，その完全

部分集合を制約しかつ従属数量を仮想的に制御したの

と同等な状態を実現することができる． �

以下の注は連立方程式で表される定量的モデルの発見

を考える際に非常に重要である．

注意 �・� ある対象系のモデルを考える時 $不変性

定理)が示す変換 � の内容を，更に方程式間の代入や

定量的算術操作に限ることで，数量間の定量的関係と

依存構造の両面で等価な様々な連立方程式系を得るこ
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とができる． �

前述の電子回路の例では，連立方程式 %�(において

�� の値が外生的に指定される，即ち �� の第１列が除

去されれば，��の第３及び第４行が２つの非零列のみ

を含むことになる．従って，連立方程式 %�(の方程式

集合 ��� G ��4F7� �� G ��4E7�は次数 Aの完全部分集

合であることがわかる．これらの方程式は，線形変換

によって定量的等価性を保ったまま以下の形式に変換

可能である．

�� G A�� � �� 4F7� �� G ��� I A�� 4E7 %F(

この新たな３番目のモデルについては，接続行列は以

下のようになる．

�� �� �� �� �� �� ��

�� G

�
����

? � ? � ? � ?

? ? � ? � ? �

� � � ? ? ? ?

� � � ? ? ? ?

�
����

�� の場合と同様に �� に対応する第１列を除去するこ

とによって，��の第３及び第４行が２つの非零列のみ

を含むことになり，これらの２行からなる A次の完全

部分集合は，この新たなモデルにおいても保持されて

いることがわかる．

変換 � に関して等価な連立方程式を多数枚挙するよ

うな探索アルゴリズムを採用すれば，探索の組み合わ

せ爆発に直面してしまう．これを避けるために，以下

で定義される特定の形式を有する連立方程式のみを同

定することを考える．

【定義 �・�】（完全部分集合の正準形） 次数 � の

完全部分集合 �� について，その接続行列 � 4����7

内の全ての非零列集合��の要素が �である表現形式

を，�� の $正準形)という． �

完全部分集合の正準形の一例が連立方程式 %F(である．

正準形以外の形式の連立方程式で定量的及び構造的に

等価な表現は，変換 � によって全て導出可能であるた

め，連立方程式モデルの発見という目的には正準形の

みを求めれば十分である．

連立方程式で表される系に関して，各完全部分集合

は数量の値を決定するまとまった基礎的機構を表すと

考えられる．しかしながら，多くの場合に幾つかの完

全部分集合は互いに独立ではない．例えば，以下の４

つの完全部分集合が連立方程式 %�(には存在する．

�4F7� 4E7� %� G A(�

�4�7� 4F7� 4E7� %� G F(� %E(

�4A7� 4F7� 4E7� %� G F(�

�4�7� 4A7� 4F7� 4E7� %� G E(

47内の番号は各方程式を，�は各完全部分集合の次数

を表す．これから分かるように，完全部分集合は相互

に多くの重なりを持っており，より高次の完全部分集

合はそれより低次の完全部分集合と重複した機構を表

している場合がある．以下は完全部分集合間の相互関

係に関する数学的特徴に関する定理である．

［定理 �・�］（束定理） 方程式集合 � から成る連

立方程式で表される対象系モデルについて，その全完

全部分集合の集合 � G ��������� � �� は束をな
す．即ち，����� ��� � �について，��� 
 ��� �
�かつ ��� � ��� � �である． �

証明� ２つの完全部分集合 ���� ��� � � につい

て，各々の方程式に含まれる数量の集合をそれぞれ

���� ��� とする．

%�( ��� � ��� G �の場合には� ��� と ��� に

含まれる ��� と��� 内の数量の値をそれぞれ統

制することで，��� と ��� 内の他の数量の値は

各々独立に決定される．従って，もし���
���

内の適当な数量の組み合わせ ��� 
��� につい

て外生的に値を指定すれば，��� 
 ��� 内の全

数量の値が���
��� を通じて決定される．よっ

て ��� 
 ��� � �� ��� � ��� G � � �は自明
である．

%��( ������� �G �かつ��� �� ��� � ��� �� ���

の場合には，以下の２条件が成立する．
���� � ��� � ��� � � ���� � ��� ���� �

���� � ��� � ��� � � ���� ���� ���� �

もし前者の条件が成立しなければ，完全部分集

合 ��� によって ��� 内の数量の値が決定され

た場合，��� � ��� � ��� 内の数量は制約充

足ないしは制約過剰になってしまう．このことは

��� が独立にその内部の数量の値を決定し得る

完全部分集合であることと矛盾する．同様の議

論は後者の条件にも当てはまる．この事は，方

程式集合 ��� � ��� は他の完全部分集合とは

独立に ��� � ��� 内の数量の値を決定可能で

あることを意味する．従って，��� � ��� � �

である．更に，適当な数量を ��� � ��� 及び

������������ �����������から選んで

外生的に値を指定すると，���
���内の全ての

数量の値が決定される．従って，��� 
��� � �
である．

%���( ��� � ��� または ��� � ��� の場合は，

��� � ��� � �かつ ��� 
 ��� � �は自明で

大規模システムに関する科学的連立方程式モデルの発見
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ある．

［定理 �・�］（モジュラ束定理） 方程式集合 � か

ら成る連立方程式で表される対象系モデルについて，

モデルの完全部分集合の集合 � G ��������� � ��
は，完全部分集合の次数に関してモジュラ束をなす．

即ち，�%��( を完全部分集合 �� の次数とした時，

�%���
���( G �%���(I�%���(��%�������(

である． �

証明� 定義より完全部分集合の次数はその濃度に等し

い．���� 
��� � G �����I ����� � ���� ���� �の
関係から，定理に示される次数間の関係は明かである．

完全部分集合間のモジュラ束構造に基づいて，各完全

部分集合に固有の独立成分とその次数を以下のように

定義する．

【定義 �・�】（完全部分集合の独立成分） 完全部分

集合 ��� の独立成分��� を以下のように定義する．

��� G ��� �
�

���� ��������
��� �����

���

��� に含まれる他の完全部分集合には属さない ���

中の固有の数量集合��� も以下のように定義する．

��� G ��� �
�

������������ �����

��� �	 � 	�
 �� 
���
�
��	

��������� �� �����

���

また，��� の次数 ��� 及び自由度 ��� を以下のよう

に定義する．

��� G ������ ��� G ����� � �����
�

注意 �・� ある連立方程式系における数量間の依

存構造の下で，完全部分集合の $独立成分) は数量の

値の決定に関し他の完全部分集合とは独立した機構を

表す．独立成分���内に現れる数量の値は，他の方程

式制約に抵触することなしに %����� � ���(の自由度

を持って変更可能である． �

方程式 %E(の例では，３つの独立成分が導かれる．

��� G �4F7� 4E7� � � G �4F7� 4E7��
��� G A � ? G A�

��� G �4�7� 4F7� 4E7� � �4F7� 4E7� G �4�7��%J(

��� G F � A G ��

��� G �4A7� 4F7� 4E7� � �4F7� 4E7� G �4A7��
��� G F � A G �

モジュラ束の集合包含関係は単調性を持つため，小さ

い完全部分集合から �


��に探索しても，余り多くの

計算量を必要とせずに全ての完全部分集合を導くこと

ができる．

各独立成分���は完全部分集合��� の部分集合で

るため，��� の非零構造も同様に不変性定理に従う．

従って，��� の正準形の中で ��� に対応する部分に

よって，同じく��� の正準形を定めることができる．

この考えに基づいて，対象系を表す連立方程式系の正

準形を以下のように定義する．

【定義 �・�】（連立方程式の正準形） ��� をその

完全部分集合���の正準形に対応する部分によって表

す時，連立方程式系の $正準形)を各独立成分の和集

合 
������� によって定める．ここで �は連立方程式

系に含まれる��� の全数である． �

電子回路の例における連立方程式系の正準形は，式 %J(

に基づき

�� �� �� �� �� �� ��

�� G

�
����

� � � � ? � ?

� � � ? � ? �

� � � ? ? ? ?

� � � ? ? ? ?

�
����

となる．

もし実験を通じて対象系における数量間の実際の依

存関係を反映するように，連立方程式を導出するなら

ばそれは $構造形)となる．更にそれを正準形として導

くことを考え，以下の定義を導入する．

【定義 �・�】（構造正準形） もし連立方程式の正準

形が $構造形)となるように導出されるならば，それを

$構造正準形)と呼ぶ �

例えば，構造形 �� から得られた正準形の接続行列 ��

は，構造正準形である．

�� ���のアルゴリズムと実装

数量の測定と制御可能性に関する前述の仮定の下で，

小さい完全部分集合から �


��に探索する図 Aのアル

ゴリズムを開発し，&&'に実装した．&&'には，対象

系をモデル化するために必要な数量のリストとそれら

の測定値を入力する．本アルゴリズムでは ���� にお

いて，少ない濃度を有する数量集合の制御から始めて，

完全に値が被制御になる数量が生じないかどうかを実

験 %
��

��
	�(によって調べる．この実験では図 Fに

示されるアルゴリズムによって，被制御数量が決定さ

れる．この ������� ������ において，各相関係数 �が

十分有意 %���	����	�(な相関を示すか否かは，統計的

��検定により判定される．今，データ数 �から得られ

た相関係数 �が無相関を示すという帰無仮説の下で，

人 工 知 能 学 会 誌
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� G
�
�
� � A�

�� ��
�

は，自由度 � � Aの ��分布に従うことが知られてい
る．これから逆に，有意水準 �%G ?�?J(の下での自由

度 � � Aの ��分布の両側検定区間の片幅 �%� � A� �(

から，対応する

�%� � A� �( G
�%�� A� �(�

�� A I ��%� � A� �(��
�

を求め，

��� � �%�� A� �(

であれば２つの数量は有意な相関を有すると見なし，

そうでなければ無相関であると見なす．このようにし

てもし被制御数量が見つかれば，図 Aの ���� において

制御数量集合とそれに対応する被制御数量集合の和集

合を ��� とする．��� は新たに見つかった完全部分

集合 ��� が含む数量の集合である．そして定義 A・E

に従って，その���� ���� ���� ���が求められ記録さ

れる．一度，独立成分集合が見つかれば，それまでに

見つかった各��� から ��� 以内の個数分選ばれた数

量と，何れの ��� にもまだ属さないものの中から選

ばれた幾つかの数量が制御に用いられ，新たな完全部

分集合が探索される．制御数量以外の全ての数量が被

制御になるまで探索は続けられる．このアルゴリズム

の計算量は非多項式オーダーであるが，��� による上

述の探索制約によって，必要計算量は効率的に減少す

る．���による探索制約を用いても，完全部分集合相

互の束構造が有する単調性のため，完全部分集合の探

索漏れはあり得ない．

過去に開発されてきた１本の完全方程式を発見する

科学的法則式発見システムは，何れも上記 &&' が導

く構造正準形の情報を直接に受け取ることはできない．

連立方程式系の定量的形式を得るためには，問題を各

方程式を個別に求める副問題に分割せねばならない．

そこで，連立方程式系の構造正準形の情報に基づいて

全体の定量的形式を求める問題をそのような小さな副

問題に分解するアルゴリズムも開発し，&&'に実装し

た．&�&を含め従来の科学的法則式発見システムは，

対象系を表す数量のうちある２個以外の値を固定して

その２数量の間の関係を実験で同定する $２数量テス

ト)と呼ばれる方法を積み上げ，最終的に１本の完全

方程式全体の形式を得る．ところで，定義 A・Eに示さ

れるように，各完全部分集合の独立成分に含まれる数

量の値は ��� 次元の分，相互に制約されている．従っ

てもし次元 ��� が �以上であれば，独立成分内の制約

によって構造正準形に示される方程式に現れる数量間

���� ��� � + ����� + '� 			�
� �� 	 
�� �� 
�	������
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図 � 被制御数量決定アルゴリズム

で，任意の２数量に関する２数量テストを行うことは

困難に見える．しかしながら，実際には独立成分���

内の各方程式について，互いに他の %��� � �(個の方

程式を用いた数量の代入消去を行うことによって，各

大規模システムに関する科学的連立方程式モデルの発見
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図 � 数量個数最小化アルゴリズム

方程式に含まれる数量の個数を減らすことが可能であ

る．これにより���内の各方程式を，個別にあたかも

１つの完全方程式であるように扱って数量の制御実験

を行い，各々の定量的形式を求めることが可能である．

代入消去によるこの数量個数の削減は，２数量テスト

に基づく方程式発見を可能にする上で必須である．ま

た，各方程式の形式を同定する上で，その方程式に含

まれる数量の個数が必要計算量に大きな影響を与える

ため，計算量削減の面からも利点を有する．更に，同

定対象とする１本の方程式内に含まれる数量の個数が

少ない方が，定量的な測定データ処理における観測ノ

イズやフィッティング数値誤差に対する計算ロバスト性

を向上できる利点もある．&&'における個別方程式同

定問題への分割アルゴリズムは，不変性定理に示され

る許容変換に基づく式の変形と数量の代入消去によっ

て，各方程式に現れる数量の個数を最小化した形式を

出力する．そして一度，科学的法則式発見システムに

よって各方程式の定量的形式が同定されれば，それら

は不変性定理に示される許容変換に従う限り，人間に

とって理解し易すく目的に応じた形式に如何様にでも

変形可能である．

図 Eのアルゴリズムは，図 Aのアルゴリズムで得られ

た構造正準形を各方程式が最小個数の数量を含むよう

に変換するものである．このアルゴリズムは，図 Aで

得られた完全部分集合のリスト及びそれぞれの次数の

情報を用いる．アルゴリズム内の ����において，各方

程式に現れる数量は他の完全部分集合に含まれる方程

式によって消去される．そして ����において，もし完

全部分集合の次数が �を越えていれば，同一の完全部

分集合内の他の方程式によって更に各方程式に含まれ

る数量の消去が行われる．現状の &&'では，����や

����において消去される数量は単に名前の辞書順に選

ばれる．しかしこの選択には，測定データのノイズや

フィッティング誤差を小さくする数量の組み合わせを

残すなど，より良い基準の採用も将来考えられる．

�� ��� の 概 要

&�&は &&'から与えられる１本の完全方程式中の

数量のリスト情報とそれらに関する実際の実験データ

以外に，それら数量各々のスケールタイプの情報を必

要とする 4C����� �

 ����
� ���67．測定数量のス

ケールタイプとは，その測定過程において対象に割り

当てられる数値を定める規則を表すものである．定量

的な数量に関する代表的なスケールタイプとしては，

間隔尺度，比例尺度，絶対尺度がある．間隔尺度の典

型例は摂氏温度や人間の音程感覚などであり，これら

の基礎原点には人為的な意味しかない．比例尺度の例

は質量や絶対温度などであり，これらの基礎原点は物

理的に意味があり人為的変更は許されない．絶対尺度

はラジアン角のように測定単位を持たない無次元量で

あり，原点のみならずその測定目盛間隔すら人為的変

更は許されない．

&�& は $拡張 ��� �	�!�� K��!
�

�) と $拡張

"
����� #!
�

�) という２つの重要な定理に基づい

て，方程式形式の探索を行う．前者は間隔尺度と比例

尺度，絶対尺度の数量から成る物理的に意味のある完

全方程式 �%��� ��� ��� �����( G ?は，全て $
	�
���


方程式)と呼ばれる  %K��K�� ����K��	( G ?の形式

に変換可能であることを述べている．ここで �は �が

含む数量の数，!はこれら数量が有する基礎単位や基

礎原点の自由度の総数である．また，全ての K� は絶

対尺度量である．後者の定理は，間隔尺度と比例尺度

の数量によって上記の各 Kが以下のような $

���
)

と呼ばれる数式で表現されることを述べている．
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���

����
����



��


�
�

��
�

��� ��� �� ���
�� �

� �
�

���

�� ��� ����

�
�

��


�� ����
�

��
�

��� ��� � � ���

人 工 知 能 学 会 誌



�

�
�


��
��


������� � ��

ここで，� と �はそれぞれ元の �が含む間隔尺度及

び比例尺度の数量の集合である．これらの式で，Kを

除いて全ての係数は定数であり，かつ �� � �� G �で

ある．&�&は，はじめ２数量テストを繰り返して拡張

"
����� #!
�

�に示される 

���
式に当てはまる

数量間の関係を探索する．本定理に示されるスケール

タイプによる制約関係は，第一原理法則式であるため

の数学的必要条件であるため，この方法で発見される

数量間の関係は対象系を支配する第一原理を表す可能

性が高い．

全ての 

���
式が見つかった後，&�&は更に $恒

等制約) という数学的制約を用いて 
	�
���
 方程式

の探索を行う．恒等制約は，例えばL��L��L� という

３数量の内２つのペアに，"%L�(L� I L� G �%L�(と

"%L�(L� I L� G �%L�(という線形関係が知られてい

る時，３数量全体に数学的許容される関係を導くもの

である．この場合には簡単な証明によって，

L� I ��L�L� I #�L� I ��L� I #� G ?

という２重線形関係が導かれる．この原理は複数の数

量間の様々な関係について一般化可能である．

&�&では，２数量テストと以上に述べた数学的制約

を用いて全数量間の各２数量関係の同定を試みる．そ

して，$３つ組テスト)と呼ばれる２数量関係の間の整

合性チェックを行い，データのノイズやフィッティング

誤差によって得られる間違った関係を排除する．更に

正しいものについて３数量以上の多数量関係へのマー

ジを逐次行い，最後に全体の数量関係として完全方程

式を同定する．

少ない必要計算量，ノイズや誤差に対する高いロバ

スト性，大規模問題への高い適用性，幅広い分野への

適用性など，&�&は優れた性能を持つことが確認され

ている 4C����� �

 ����
� ���67．このような性能

は，従来にはない新たな数学的制約やテストアルゴリ

ズムの導入によって得られたものである．

�� ���と ���の組み合わせ評価

&&'プログラムを ��+0�! と呼ばれる数値処理

シェル環境を利用して構築した 4������ ���A7．対象

系の制御実験を通じ &&'によって発見された連立方程

式系の構造情報は方程式１本分の情報ずつ &�&に送

られ，&�&はその方程式内に含まれる数量のスケール

タイプ情報に基づいて対象系の測定実験を行う．この

過程が各方程式に関して繰り返され，最後に連立方程

式系全体の定量的形式が同定される．なお本研究では，

シミュレーションでの実験環境による対象系同定を試

みた．

はじめに &&'単独の性能を結果の妥当性と必要計算

量の観点から評価した．そのために，かなり大規模な

対象系を含む幾つかの評価例題を準備した．更に，&&'

に &�&を組み合わせた場合の性能を同じ例題で評価し

た．取り上げた例題は以下のものである．

��� ２個の並列抵抗と電池から成る回路

これは図 �に既に示した例題である．これは連立方程

式 %�(に示されるように E本の方程式と 6つの数量で

表される

��� 環状流路壁における熱伝達

十分に大きな熱容量を有する水平な分厚い固体壁に，

垂直に２つの環状の流路穴が十分に離れて空いている

系を考える．そこには上部から気体が流れ込み，それ

ぞれの環状流路を通過する間に固体流路壁から熱を奪

われ液体に凝縮する現象が起きている．これら２つの

環状流路壁における熱伝達現象は，以下のような �6数

量，5方程式で表される 4;����
�
�� 	� �� ���E7．

$ G ?��EAF

�
%&'�

�(


���

M�� G �� � �	�

M�� G �� � �	�

)� G M��
����$ %=(

)� G M��
����$

N*� G A+��)�M��

N*� G A+��)�M��

N* G N*� I N*�

ここで，%� &� '� (は，それぞれ流体の単位体積当たり

の潜熱，密度，熱伝導率，粘性であり，�� �はそれぞ

れ流路長及び流路半径，�� は流体温度，�	�� �	� は

２つの環状流路の壁温， N* は流体から壁面への単位時

間当たりの全熱伝達量である．

��� 光量増加率測定電子回路

これは図 Jに示される一定時間内の受光量の増加率を

測定する回路である．キャパシタに平行して設けられ

ている抵抗とスイッチは，この回路動作を一定時間で

リセットするためのものである．この系のモデルは AA

数量を含む �E本の方程式によって表される．

��� 原子力プラントの炉心

炉心の核分裂動特性，燃料体の除熱，炉心冷却材の熱

及び質量収支を含むプロセスである．=?個の数量を含

大規模システムに関する科学的連立方程式モデルの発見
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図 � 光量増加率測定電子回路

む A=本の式で表される大規模な系である．

表 �は上記各問題の規模と，それに対する計算量，ノ

イズに対するロバスト性をまとめたものである．����
は &&'において構造正準形を導出するのに必要な計算

量，���� は各方程式に現れる数量の個数を最小化す

るのに要した計算量である．また ��� と ��� は，それ

ぞれ &�& によって全方程式形式を求めるのに要した

計算量とその各方程式当たりの計算量である．���� は

���，即ち問題の規模に強い依存性を示している．こ

れは &&'のアルゴリズムが問題の規模に対して非多項

式オーダの計算量を必要とすることによる．また ����

は各対象系モデルに含まれる数量の個数と方程式の個

数の差，即ち � ��にもある程度依存する．これは，

���が大きいと対象とする連立方程式系に高い数量

制御の自由度が存在し，探索空間がやはり指数的に大

きくなるためである．これらに対し，����は問題の規

模について僅かな依存性しか持たず，その値自体も無

視できる程に小さい．これは方程式に現れる数量の個

数最小化を行う図 Eのアルゴリズムが,%��(の複雑さ

しかもたないことを裏付けている．&�&に必要とされ

る全計算量 ��� は &&'の ���� に比べれば穏やかな変

化を示す．&�&は各方程式を独立に扱うので，�につ

いては比例する計算量しか必要としないのは当然であ

る．しかし，&�&の計算量は各方程式に含まれる数量

の個数の平均値 "%には比較的強い依存性を示す．この

傾向は ��� を見るとより明確である．過去の我々の研

究において，&�&の必要計算量は１本の方程式に含ま

れる式の本数の約２乗のオーダーになることが明かと

なっている 4C����� �

 ����
� ���67．"%と ��� の

関係はほぼこれに従っており，全体の ��� の計算量は

,%� "%�(になることがわかる．要約すると大規模問

題に関しては，問題の規模について計算量が指数オー

表 � 計算量とロバスト性の評価

/0& 1 � �� ���� ���� ��� ��� 
�

(') #  -&� , "&"" -"� �- ,�

(-) 2 ' ,&3 '",� "&"�  -� 3' -3

(,) '# -- -&� '-"' "&"�   , �� ,'

(#) -� �" #&" #-,3� "&'' ,,'� '-2 -�

14 ��1��
 �� �5������� �4 ��1��
 �� 5����������

��4 ���
�6� ��1��
 �� 5���������7�5������� ���� 4

89� ��1� (���) �� 
�
��� ��
����
�� ��������� ��
1�

����4 89� ��1� �� 
�
��� 1���1�1 5��������� ��
!

1� ���4 89� ��1� �� 
�
��� ��� �5������� �� �:��

���4 ���
�6� 89� ��1� %�
 �5������ �� �:�� 
�4

��1������� �� ; ����� ����� �� �:�&

ダーで増加する &&'がネックとなる．しかしながら，

表 �に示されるように，��� による探索空間の絞り込

みにより，それでもなおかなり大規模な工学的問題に

対応可能であることがわかる．

表 �の右端の列は，測定実験データに測定ノイズを

加えた場合に対する &&'と &�&の組み合わせのロバ

スト性の目安を表している．ここでは数量の測定値の

絶対値に対して標準偏差の２倍が，あるパーセンテー

ジとなる強さのガウスノイズを加えた．	�は �?回の

試行中 5回まで，定量的に正しい解が得られた最大の

パーセンテージを表している．これを見ると，各数量

の測定値の絶対値に対して AJ-FJOのノイズを加えた

場合でも，妥当な答えが得られることがわかる．先述

の通り，&&'は幾つかの数量の制御の下で他の数量が

被制御になるか否かを，統計 ��検定を用いて判定す
るので，測定の標本数がある程度得られればノイズが

多くても高い信頼性を有する答えを導くことができる．

また，&�&も基本的には２数量テストという極めて単

純な数値データフィッティングを繰り返すだけなので，

ノイズに関して極めてロバストであることが知られて

いる 4C����� �

 ����
� ���67．また，対象問題が

大規模であっても &&'はその一部分である完全部分集

合の導出のみを対象とし，&�&も２数量間のテストの

みを繰り返すだけなので，対象規模の増大の割にロバ

スト性は失われないことがわかる．このように，両者

の組み合わせは実用上十分な耐ノイズ性を示す．

最後にこれらの例に対する結果の妥当性を検証した．

例題 %�(では，&&'は �� に示される構造正準形を導

出し，更に以下のように各方程式について含まれる数

量の個数を最小化した組み合わせを &�&に出力した．

���� ��� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���
その結果，&�&は次のような解を導いた．

�� G ���� 4�7� �� G ���� 4A7�
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この解は定量的のみならず構造に関する不変性の面で

も連立方程式 %�( と等価である．%A(の例では，&&'

は以下のような構造正準形を導いた．

�$� %� &� '� �� (��
�M��� �� � �	���
�M��� �� � �	���
�)��M��� $��
�)��M��� $��
� N*��M��� �� �� )�� $��
� N*��M��� �� �� )�� $��
� N*� N*�� N*��

そして，最後の２つの方程式を表す集合に対し，５番

目と６番目の方程式を表す集合の $の代入消去によっ

て，&&'は連立方程式 %=(と同じ数量配置を導出した．

その結果を受けて，&�&は同連立方程式と同一の解を

得た．同様にして，他の例においてもほぼ元の連立方

程式系と同じ形をした等価な解が得られた．

�� 関連研究と議論

&&'が出力する各方程式の数量配置，即ち構造正準

形から構造情報を保存したままで各方程式が含む数量

の個数を最小化した配置は，多くの場合，我々が理解

し易い連立方程式モデルである．これは方程式間で共

有する数量をなるべく少なく整理して，各方程式が表

す過程を明確にする方が理解し易いためであると思わ

れる．

本論文の最初に述べたように，従来の科学的法則式

発見システムは必要計算量が非常に多く，かつ高々２，

３本の完全方程式を導出し得るだけであった．&&'及

びそれが持つ原理はこのような限界を超えるのみなら

ず，これまでの殆ど全ての科学的法則式発見システム

との組み合わせが可能であり，一般的なツール及び原

理として従来システムの性能向上に用いることが可能

である．更にこの基本原理は，連続系に限らず連立的

な制約を有する限り離散的な対象系にも適用可能であ

り，非常に広い一般性を有する．

本論文が示した連立方程式系の完全部分集合に関す

る基本理論は，因果的順序づけの理論 4.����/� �

 &�-

��
 ��5=7の拡張であると捉えることができる．完全

部分集合は，完結部分集合 %$�
�$���	���	
� ����
�)(

の全ての候補を内包している．一度，幾つかの数量の

値が外生的に指定されると，完全部分集合の一部が完

結部分集合となる．本研究が提案した構造形もまた構

造方程式 4.����/� �

 &���
 ��5=7の拡張である．本

理論は構造方程式のより精密な定義と特徴づけを与え

ている．

�� お わ り に

本研究は数量間の依存性に関する不変構造の観点か

ら，制約不足の連立方程式系を数学的に特徴づけた．そ

して，実験を通じてその構造を同定するアルゴリズム

を提案した．更に，これらの原理やアルゴリズムを従

来の科学的法則式発見システムに適用し，連立方程式

系を同定するための一般的枠組みを確立した．このア

ルゴリズムを &&'という一般的プログラムツールにま

とめ，それを &�&と組み合わせることで優れた性能を

発揮するすることを確認した．
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