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要 旨

本報では，はじめにデータマイニング分野において近年盛んに研究されている

グラフマイニングの背景を述べ，次にグラフマイニングを理解する上で重要な基

礎概念を説明する．更に，そこで必要とされる探索原理と代表的手法について解

説し，最後に統計的モデリングへの応用可能性について述べる．

キーワード：グラフマイニング，部分グラフ同型問題，���	�
�� ������

��������，多頻度グラフ，ベイジアンネットワーク．

�� はじめに

一般にデータマイニングは，膨大な表形式ないしはトランザクション形式デー

タから，データが内蔵する有用な部分的特徴を発掘する手法であると考えられて

いる．更に近年では，対象とされるデータが半構造テキストや木，記号系列，グ

ラフ，論理関係など，複雑な構造を持つものにまで拡大されつつある．その中で
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も特にグラフは，数学における基本的な研究対象構造であり，言語論理とも強い

関係をもつ．また，統計数理や機械学習においてもグラフィカルモデリングやベ

イジアンネットワーク，ニューラルネットワークなど，グラフ構造を有するモデ

ルが頻繁に用いられる．更に生物学や化学，材料化学，社会通信ネットワークな

ど様々な実分野においてもグラフ構造データは幅広く見られる．しかし一方で，

膨大なグラフ構造データから特徴的部分構造を見つける問題の多くが，本質的計

算困難性を有することが知られている．たとえば，ある大きなグラフに別のより

小さなグラフが部分グラフとして含まれているか否かを調べる問題は���完全で

ある ��
��� 
	� ���	��	� �����．このような背景から，近年，グラフ構造データ

を対象として有用な知識を効率的に発掘するグラフマイニング手法が盛んに研究

されるようになって来た．

グラフマイニング研究の発端は，大規模なグラフから何らかの基準の下で特徴的

な部分グラフを発掘するヒューリスティック探索に関する，����年代半ばの�� 

と!�����による " �������� 
	� !������ ���#�及び吉田等による�$%�&���'�
 ��


�(� ���#� の研究である．����年になって���
���と )�'*�	�	は，多頻度部分グ

ラフの完全探索を目指す+,-.-を発表した ����
���と )�'*�	�	� ���/�．����

年には猪口等がトランザクション形式データに関するデータマイニングアルゴリ

ズムである,��'��'アルゴリズムをグラフ理論によって拡張し，高速に多頻度部

分グラフの完全探索を行う,�.を発表した �%	� �0�' �� 
�(� �����．これらの先駆

的研究の後，グラフマイニング研究は急速に盛んになった．

より効率的に多頻度部分グラフを完全探索する手法としては，部分グラフ同型
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問題を効率的に解くために新たなグラフ不変量を導入した 1"��2��
3�0�' 
	�

2
���'�� �����，部分グラフ同型の効率的深さ優先探索のために�1"木を用いる

4"�
	�&
	 
	� !
	� ������ グラフデータ中の多頻度連結部分グラフを探索する

,0�.�%	� �0�' �� 
�(� �����，自由木探索を拡張して疎グラフデータ中から非常に

高速に多頻度グラフを発掘する�
���	��'5���	 
	� 2� � ���#�などが提案されて

いる．一方，発掘しようとする部分グラフの種類を拡張する手法としては，帰

納推論データベースの枠組みを用いて与えられた単調性条件を満足する部分パ

スの集合（バージョン空間）をグラフデータから発掘する.��1�
��� -
��� 
	�

2�
3��� �����，多頻度閉部分グラフを探索する ������
���&
	 
	� !
	� �����，

与えられた単調性条件を満足する部分自由木の集合をグラフデータから発掘する

1���)���.'	���-�0 ��� 
	� 2�
3��� ���#�� １枚の大きな疎グラフ中から互いに重

ならない多頻度連結部分グラフを発掘する "'��
.�2��
3�0�' 
	� 2
���'�� ���#�，

グラフデータ中から極大な多頻度連結部分グラフを発掘する "�%��!�
	 �� 
�(�

���#�，階層的 6)
7�	�3�8なラベル付けを有するグラフデータ中の多頻度連結部

分グラフを探索する��	��
�'9�� ,0�.�%	� �0�'� ���#��部分グラフ同型探索に様々

な制約を導入してグラフに限らずデータ中に埋め込まれた多頻度の部分パスや

部分木の発掘を可能にした$�,�.�%	� �0�' �� 
�(� ���:� など，様々なものが提

案されている．これらの内，比較的時期の早い手法については文献 �+
��'� 
	�

.����
� �����が詳しい．この他にもグラフデータから種々の部分グラフを発掘

する手法が提案されており，ライデン大学のホームページ ;!�3��
4� <�� .'	'	4

"���0����� �
�
=で最新の手法を含めた紹介や比較を見ることができる ��'5���	�
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���:�．

本報では，以下にグラフマイニングを理解する上で重要な部分グラフ，同型問

題，グラフ不変量，マイニング基準といった基礎を説明する．その後，グラフマ

イニングで必要とされる探索原理とそれを用いる代表的手法について解説する．

最後に遺伝子発現の因果関係に関するベイジアンネットワークを用いた統計的モ

デリングへの応用可能性について述べる．

�� グラフマイニングの基礎

グラフマイニングの背景には，グラフ理論や探索理論に関する豊富な研究が存

在している．ここでは，多くのグラフマイニング手法を理解する上で必要となる

幾つかの基礎原理を，閉路や並行路を含むラベル付き無向グラフの場合について

説明する．有向グラフやラベル無しグラフについては説明を省略するが，同様な

原理が成り立つ．

��� 一般部分グラフと誘導部分グラフ

グラフ�6���� �� �8は，頂点の集合�，頂点ペアを結ぶ辺の集合�，辺による頂

点の接続関係を表す関数 � > � � � � �，頂点や辺のラベル付け関数 � の４項組

で表される．頂点のラベル集合を��，辺のラベル集合を��とした時，�は更に

�� > � � ��及び �� > � � ��の２項組 �6��� ��8で表される．例えば，図 � 6
8に示さ

れるグラフでは，� ? ���� ��� ��� ��� ��� ���，� ? �	�� 	�� 	�� 	�� 	�� 	�� 	�� 	�� 		� とな

る．�に含まれる各辺 	�は，� に含まれる ��と ��を �6	�8 ? 6��� ��8によって関連
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づける．図の場合には，例えば �6	�8 ? 6��� ��8，�6	�8 ? 6��� ��8，�6	�8 ? 6��� ��8，

�6	�8 ? 6��� ��8となる．また，� に含まれる各頂点 ��，� に含まれる各辺 	�は，

それぞれ ��と ��によってラベル ��6��8と ��6	�8を有する．

グラフ�6���� �� �8の最も一般的な部分構造クラスは ;一般部分グラフ=であり，

それは

6�8 �� � � 
	� �� � ��

6�8 �	� � ��� ���6	�8 ? ��6	�8 
	� ��� �� � �� ����� ��6	�8 ? 6��� ��8�

6�8 ��� � ��� ���6��8 ? ��6��8(

を満たす４項組��6��� ��� ��� ��8で定義される．図 � 6@8は，元グラフ 6
8の頂点

��及び辺 	�� 	�� 	�� 	�� 		が無い一般部分グラフの例である．もう１つの代表的な

部分構造クラスは ;誘導部分グラフ=であり，一般部分グラフの条件に加えて

6#8 �	� � �� 	� � �� '< ��� �� � �� ����� �6	�8 ? 6��� ��8(

である４項組��6��� ��� ��� ��8によって定義される．図 � 608は，元グラフ 6
8 か

ら頂点 ��を除いた誘導部分グラフの例である．この場合，��に直接繋がる 	�と

		は含まれないが，6@8と異なり元グラフ�の ��� ��� ��間に存在する 	�� 	�� 	�は含

まれる．ここでは，��が�の一般ないしは誘導部分グラフであることを�� � �

と表す．

－－－図１－－－
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��� 部分グラフ同型問題

グラフマイニングにおいては，多数のグラフ間で共通する部分グラフを探索す

るため，グラフ理論の ;部分グラフ同型問題=を拡張した定義を用いる．今，グ

ラフ集合
 ? ���6��� ��� ��� ��8	� ? �� ���� �について，以下のようなあるグラフ

��6��� ��� ��� ��8及び ��から �� 6� ? �� ���� 8への単射 ��� を見つける問題を，;部

分グラフ同型問題=という．

6�8 ���6��� ��� ��� ��8 � 
���6��� ��� ��� ��8 � ��6��� ��� ��� ��8(

6�8 �	�� � ��� 
	�� � �� 6�� ? �� ���� 8

����� ��6	��8 ? 6���� ���8，��6	��8 ? 6���� ���8，��� ? ���6���8，��� ? ���6���8(

条件 6�8において，��6��� ��� ��� ��8は一般部分グラフ，誘導部分グラフのいずれの定

義を取ることも可能である．例えば，図�のグラフ 6@8と 608からなる
 ? �6�8� 6�8�

について，部分頂点集合�� ? ����� ���� ����と部分辺集合�� ? �	��� 	���からなる部

分グラフ��6��� ��� ��� ��8と単射 ��� ? ���6���8 6� ? �� �� �� � ? 6�8� 6�88は一般部分グ

ラフの場合の上の条件を満たす．即ち，6@8と 608は��を共有し，��は
について一

般部分グラフ同型である．これに対して，同じく部分辺集合�� ? �	��� 	��� 	��� 	���

の場合は，誘導部分グラフの場合の上の条件を満たし，��は
について誘導部

分グラフ同型である．１つの小さなグラフが１つのより大きなグラフの部分かど

うかを判定する部分グラフ同型問題は，���完全であることが判っている ��
���


	� ���	��	� �����．上記の複数グラフ間の部分グラフ同型問題の複雑性は���完

全より低いことはあり得ない．
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��� 正準ラベル

同型なグラフは等しい不変量値を持つ。グラフ不変量の例として�グラフに含

まれる頂点数や各頂点に接続する辺数（線度），閉路の数などがある．しかし，不

変量値が等しくても同型なグラフとは限らない．これに対して，最も直接的にグ

ラフ構造を表す不変量として，以下の ;正準ラベル=がある．同型なグラフは等

しい正準ラベルを持ち，正準ラベルが等しければ同型なグラフとなる．

グラフ�の ��番目の頂点 ��を ��番目の行と列に対応させ，要素によって頂点間

の辺の接続関係を表す行列を ;隣接行列=という �%	� �0�' �� 
�(� �����．�� �� 要素

は，辺のラベル集合 ���6	�8	�	� � � ����� �6	�8 ? 6��� ��8�で表される．これは厳

密には要素が数ではないので行列ではないが，都合上行列と呼ぶ．頂点 ��と ��

間に辺が存在しない場合，要素は空ないし �とする．以下は図 � 6
8 の隣接行列

である．

�
�������������

�� �� �� �� �� ��

�� � �������� ������� ������� � �������� � �

�� �������� ������� ������� � �������� � � �

�� � �������� � �������� � �

�� �������� � �������� �������� �������� ����	�� �

�� � � � �������� ����	�� � �

�� � � � � � �

�
�������������

�

そして，無向グラフ�に関して，その � 隣接行列の各 �� ��要素 ����から以下

のようなコード表現を定義する．

���	6�8 ? ������������������������ � � ����	 � � ��	���	�	�	

無向グラフの隣接行列の対角対称性より，上三角部分の要素のみで表される．下

三角部分の要素も使って，同様なコードを有向グラフの場合にも定義できる．各



グラフマイニングとその統計的モデリングへの応用 �

要素にその内容の辞書順に番号を振った時，あるグラフに一意に対応する正準ラ

ベルは，コード上の要素の並びで番号を並べて得られる数字が最小（あるいは最

大）のコードとして定義される．そして，そのコードに対応する隣接行列を;正

準形=と呼ぶ．正準ラベルと正準形によって，グラフ表現の多様性や同型問題の

探索空間は著しく削減される．

��� マイニング基準

データマイニングでは，ある基準を満たすデータ部分に着目して部分的特徴を

発掘する．代表的基準のクラスとして，;上半束=と呼ばれる集合族に対して定義

される ;���	�
�� ������ �������� 6��8=に基づくものがある．;上半束=を成

す集合の概念は広い．�を ;集合族=とし，�に属する２つの集合 �� �の ;結合=を

�と �の ;上界=� � �とする．ここで上界は以下の２つの規則に従うものとする．

� � � ? � � �　 6可換則8

� � 6� � �8 ? 6� � �8 � � 6結合則8

�に属する任意の２つの集合 �� �について �� �が�に属する，即ち�が結合につ

いて閉じている時，�を ;上半束=という．道路網や通信網，化学分子構造式を

表すグラフなど，相互に関係を伴う離散的要素の集まり，即ち離散構造も広義に

は集合であるが，このような離散構造の集まり�が，要素の関係を壊さないある

結合について閉じていれば上半束となる．もちろん，スーパーマーケットにおけ

る顧客の購入商品リストなど，我々が日常でよく扱う有限ブール集合も上半束を

構成し得るが，有限ブール集合族は上記に加えて有限でかつ下界 � ��� �を有す
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る ;束=であり，上界と下界の両方について可換則，結合則，吸収則，分配則，相

補則を満たす．

一方，;���	�
�� ������ �������� 6��8=は，２つの集合の ;包含関係=を元

に定義される．２つの集合 �� �の ;包含関係=� � �は，�� ? �� 及び �� ? ��のとき

のみ �� � ��  �� � ��となる集合の ;順序対=として定義される．�をその幾つ

かの要素同士が包含関係を有する ;順序集合族=とし．�6� �8が �上に定義され

るある性質� を有するとき� 6�8と表すものとする．このとき �� �6� �8に関する

�� � は以下で与えられる．

� � �� � 6�8� � 6�8

この包含関係は一般的なものであるが，特に�が上半束のとき � � � は � � � ? �

で与えられる．上半束に対して良く知られた��は，ある商品（アイテム）集

合 �がスーパーマーケットの各顧客の購入商品（アイテム）集合 �からなるデー

タ
に現れる出現頻度（支持度）

���6�8 ?
	��	� � 
� � � ��	

	
	

がある閾値（最小支持度）�����以上である性質 ���6�8� �����であり，代表的

なデータマイニング手法であるバスケット分析で用いられる �,4��
� 
	� "�' 
	��

���#�．

�� グラフマイニングの探索原理

有限ブール集合やグラフなどの離散構造の集まりであるデータ
を考える．以

下では，
において上半束上のある��を満たす部分構造を完全探索するマイ
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ニング手法を解説する．多くの手法では��として，部分構造がある閾値以上

の頻度でデータに出現する多頻度性を用いるが，本質的に同じ枠組みでこれ以外

の��を適用することも可能である．

��� 多頻度アイテム集合のマイニング

有限ブール集合の集まりであるデータから，多頻度に現れる部分集合を完全探

索するマイニングはバスケット分析と呼ばれる �,4��
� 
	� "�' 
	�� ���#�．これ

はスーパーマーケットにおける売れ筋の商品組み合わせを，多数の顧客の買い物

籠（バスケット）の中身を分析することで知ることができるのが由来である．１

人の顧客の１回の購入商品群のように，アイテム（商品）１個以上からなる集合

�をトランザクションと呼ぶ．対象とするデータ
は，以下ような多数のトラン

ザクションの集合である．

�� > ���	��� ��	��� ��	�������

�� � ��

�	 > ���	��� ��	��� ��	�������

ここで ��はデータ中 �番目のトランザクション，��	�� は種類 �のアイテムを表

す．またアイテムからなる任意の集合をアイテム集合と呼ぶ．バスケット分析

の主な目的は，一定頻度以上でデータ
に現れるアイテム集合を，多頻度アイ

テム集合として全探索することである．前述したように，多頻度アイテム集合は

��の性質を満たす．

－－－図２－－－
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通常，スーパーマーケットで売っている商品は数千種類以上あるため，全ての

可能なアイテムの組み合わせを数え上げる方法で多頻度アイテム集合を求めよ

うとすれば，計算上の組み合わせ爆発に直面してしまう．そのためバスケット

分析では，データから多頻度アイテム集合を効率的に全探索する,��'��'アルゴ

リズムを用いることが多い．このアルゴリズムは比較的単純でメモリ消費量が

少なく，かつ効率が高いという特徴を有する．図 �に,��'��'アルゴリズムの概

略を示す．ここで�
は要素数 �の多頻度アイテム集合の集合，�
は多頻度アイ

テム集合の候補の集合である．関数 ,��'��'�4�	は，5�'	部と ���	�部からなる．

5�'	部では要素数 �の多頻度アイテム集合からはじめて，ボトムアップ的に要素

数 �の多頻度アイテム集合から要素数� A �の多頻度アイテム集合の候補を作り

出す．今，要素数 �の多頻度アイテム集合は全て見つかっていると仮定する．更

に，各集合内のアイテムは予め辞書順にソートされているものとする．この条件

の下で � � �個の要素が共通な要素数 �の �つの多頻度アイテム集合

�
 ? ���	��� ��	��� � � � � ��	�
��� ��	�
�6�(�8

�
 ? ���	��� ��	��� � � � � ��	�
��� ��	�
�


�

より，要素数 � A �の多頻度アイテム集合の候補を上記の �つのアイテム集合の

結合

�

� ? �
 � �
6�(�8

? ���	��� � � � � ��	�
��� ��	�
� ��	�
�


�

として生成する．但し辞書順に ��	��  ��	��  � � �  ��	�
  ��	�
�


である．多

頻度アイテム集合の候補生成には集合の結合しか用いないため，上半束上の探索
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となる．仮に �

�が多頻度アイテム集合であるなら，その�� より �
や �
も

多頻度アイテム集合である．仮定より要素数 �の多頻度アイテム集合は全て見つ

かっているので，�
と �
も必ず既に見つかっている．逆に言えば，今見つかっ

ている要素数 �の多頻度アイテム集合の内，式 6�(�8を満たす集合の全ての組み

合わせについて式 6�(�8の結合をとれば，漏れなく多頻度アイテム集合候補を得

ることができる．

���	�部では候補を絞り込むために，上記候補について要素数 �の各部分集合

が全て多頻度アイテム集合かをチェックする．これは��より多頻度アイテム

集合であるためには，その部分集合は全て多頻度アイテム集合でなければならな

いからである．図 �の関数 ��@���では，多頻度アイテム集合候補の内でトランザ

クション �に含まれるもの全てを列挙する．このようにして要素数 � A �の多頻

度アイテム集合の候補全てについて１回のデータスキャンで支持度を計算し，最

小支持度を越えるものを多頻度アイテム集合とする．更に � ? � A �と �を更新

して上記を繰り返す．��より要素数が増えるとアイテム集合の支持度は減少

し，�����以上の多頻度アイテム集合は存在しなくなり，上記アルゴリズムは

停止する．データに存在する最も要素数の多い多頻度アイテム集合の要素数を

���とすると，,��'��'アルゴリズムにより高々 ��� A � 回のデータ
のスキャ

ンで，効率的に全ての多頻度アイテム集合を求めることができる．

��� 多頻度グラフのマイニング

ラベル付きの頂点及び辺からなる多数の無向グラフ��6��� ��� ��� ��8の集まりで

あるデータ
 ? ���6��� ��� ��� ��8	� ? �� ���� �について，そこに多頻度に現れる誘
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導部分グラフないしは連結誘導部分グラフを完全探索するマイニングを考える．

あるグラフを��とし，
中で��を含むすべてのグラフの集合を
� ? ���	�� �


��� � ���としたとき，��は
�について部分グラフ同型である．多頻度グラ

フのマイニングは，	
�	が一定数以上である部分グラフ同型な誘導部分グラフな

いしは連結誘導部分グラフ��をすべて探索する問題である．前節と同様に
に

おける��の支持度を

���6��8 ?
	
�	

	
	

とした時に，多頻度性 ���6��8 � �����はグラフからなる上半束の上で��と

なる．

グラフのコード表現上で，隣接行列の 6� � �8 � 6� � �8左上部分行列に対応す

る部分グラフ構造が共通する大きさが�の２つの多頻度誘導部分グラフ��� � ���

から，大きさが � A �の多頻度誘導部分グラフ候補���
�を導出する結合を定義

する．

���	6���8 ? ������������������������� � � ����
 � � ��
���
�
�
�6�(�8

���	6���8 ? ������������������������� � � ��
�

��
 � � ��
�


���
�
�


�
�

���	6���
�8 ? ���	6���8 � ���	6���86�(#8

? ������������� � � ����
 � � ��
���
�
�
�
�

��
 � � ��
�


���
!
�

��
�


�
�

但し ���	6���8は正準形に対応し，���	6���8 � ���	6���8とする．これは同一のグ

ラフを表すコード間の結合や同じグラフコードの組み合わせの異なる順序の結合

といった冗長な結合を避けるためである．���	6���
�8は���の隣接行列の �行目

ないし �列目に対応するコード部分を���のコードに繋げ，かつ最後の ��
�
の前
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に新たな要素 !
�

�を挿入したものである．このようにして得られた ���	6���
�8

に対応する隣接行列をグラフ���
�の ;正規形=という．各コードに対応する隣接

行列"6���8� "6���8� "6���
�8は以下のようになる．

"6���8 ?

�
����
#
�� ��

��
� �
�


�
���� � "6���8 ?

�
����
#
�� ��

�

���
� ��
�


�
���� �

"6���
�8 ?

�
���������

#
�� �� ��

�

��
� �
�
 !
�

�

���
� !

��
 ��
�


�
���������
�

ここで#
��は ��� と ��� に共通する大きさ � � �のグラフを表す隣接行列であ

り，��と ��

�6� ? �� �8は 6� � �8 � �の列ベクトルである．!
�

�と !

��
の要素

は���と���の �番目の頂点間の辺ラベルを表す．２つの値は無向グラフの場合

には対称性より同一であるが，元の"6���8，"6���8からは決まらず２つの場合

が考えられる．１つは結合して得られるグラフ���
�の �番目と � A �番目の頂

点の間にラベル ���6	�8	���
�6	�8 ? 6�
� �

�8�を持つ辺を付加する場合，もう１つ

はそれらの頂点間に辺を付加しない場合である．これによって !
�

�と !

��
が

;���6	�8	���
�6	�8 ? 6�
� �

�8�=か ;�=である複数通りの隣接行列が生成される．

多頻度連結誘導部分グラフを完全探索する場合には，上記と若干異なる正準形や

結合の定義を用いる．ある大きさ�のグラフを表す隣接行列の中で，6���8�6���8

左上部分行列が連結部分グラフを表すもののうち，最小のコードを持つものを正

準形とする．そして，���	6���8が連結部分グラフの正準形に対応するコードで，

���	6���8は式 6�(�8を満たし，かつ���が非連結部分グラフであるか，または連
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結部分グラフなら ���	6���8 � ���	6���8を満たす場合のみ，式 6�(#8によって結

合を行う．���が連結部分グラフの場合には��� � ���双方が連結部分グラフであ

り，両者の順番を入れ替えた冗長な結合を避けるためにコードの大小関係の制

約を課す．���が非連結部分グラフの場合には，制約より順番を入れ替えた結合

はできないためコードの大小関係の制約は課さない．この結合により得られた

コードにおいて，連結部分グラフとなるように !
�

�と !

��
の値を決めること

によって，多頻度連結誘導部分グラフ候補を漏らさず生成可能である．

上記いずれの結合の場合でも図�に類似したアルゴリズムにより，頂点１個の

多頻度誘導部分グラフからはじめて逐次より頂点数の多い多頻度（連結）誘導部

分グラフをボトムアップに完全探索することが可能である．はじめの ��に相当

するものは頂点１個の多頻度誘導部分グラフである．�
は頂点数 �の多頻度（連

結）誘導部分グラフの集合，�
は多頻度（連結）誘導部分グラフの候補の集合

である．関数,��'��'�4�	の 5�'	部では頂点数 �の多頻度（連結）誘導部分グラフ

からはじめて，上記２つの多頻度（連結）誘導部分グラフの結合によってボトム

アップ的に頂点数 �の多頻度（連結）誘導部分グラフから頂点数 � A �の多頻度

（連結）誘導部分グラフの候補を作り出す．多頻度（連結）誘導部分グラフの候

補生成にはグラフの結合しか用いないため上半束上の探索となる．仮に���
�が

多頻度（連結）誘導部分グラフであるなら，その��より��� や��� も多頻度

（連結）誘導部分グラフである．頂点数 �の多頻度（連結）誘導部分グラフが既

に全て見つかっているならば，���と���も必ず既に見つかっている．即ち，今

見つかっている頂点数 �の多頻度（連結）誘導部分グラフの内，式 6�(�8を満た
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すグラフの全ての組み合わせについて式 6�(#8の結合をとれば，漏れなく多頻度

（連結）誘導部分グラフ候補を得ることができる．

関数,��'��'�4�	の ���	�部では候補を絞り込むために，上記候補について頂点

数 �の各誘導部分グラフが全て多頻度（連結）誘導部分グラフかをチェックする．

これは��より多頻度（連結）誘導部分グラフであるためには，その部分グラ

フは全て多頻度（連結）誘導部分グラフでなければならないからである．具体的

には"6���
�8について，それから �行 �列 6� ? �� � � � � �� �8を除去した �� �の各

部分行列が，全て既に探索された多頻度（連結）誘導部分グラフを表す場合のみ

を多頻度（連結）誘導部分グラフ候補として残す．関数 ��@���では，多頻度（連

結）誘導部分グラフ候補の内でグラフ��の（連結）誘導部分グラフであるもの

全てを列挙する．ここではデータに対する各候補のマッチングと頻度計算の計

算コストを大幅に削減するため，あらかじめ前処理でデータ中のグラフを全て正

規形の隣接行列で表しておく．また，同一の多頻度（連結）誘導部分グラフ候補

が複数の正規形で表現される場合があるため，その中でも正準形であるものに各

正規形の頻度を全て合計する．このようにして頂点数� A �の多頻度（連結）誘

導部分グラフの候補全てについて１回のデータスキャンで支持度を計算し，最小

支持度を越えるものを多頻度（連結）誘導部分グラフとする．更に多頻度アイテ

ム集合のマイニングの場合と同様に，�を更新して上記を繰り返す．��より頂

点数が増えると部分グラフの支持度は減少するので，�����以上の多頻度（連

結）誘導部分グラフは存在しなくなり，上記アルゴリズムは停止する．データに

存在する最も要素数の多い多頻度（連結）誘導部分グラフの頂点数を ���とす
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ると，高々 ��� A�回のデータ
のスキャンで，全ての多頻度（連結）誘導部分

グラフが得られる．

�� 統計的モデリングへの応用

多数の観測変数の関係をモデル化する統計的方法には，ベイジアンネットワー

クに代表されるようにグラフ構造を有するモデルを用いるものが多い．このよ

うな統計的モデル化手法にグラフマイニングを組み合わせることで，様々な解析

ができる可能性がある．ここではその例として，マイクロアレイ遺伝子発現プロ

フィールデータ（以下マイクロアレイデータ）から遺伝子発現関係をベイジアン

ネットワークで同定した結果に，更にグラフマイニングを適用して各遺伝子発現

の依存関係に関する知見を得る解析を報告する．これはベイジアンネットワーク

によるモデル化の後処理としてグラフマイニングを適用し，対象とする多変数間

の依存関係をより明確に把握する試みである．

��� 遺伝子発現データ

細胞内の��,鎖には多数の遺伝子 64�	�8がコードされている．これらの遺伝

子群について，基準とする細胞状態（リファレンス細胞）での遺伝子発現状態に

対して，興味がある別の細胞状態（サンプル細胞）での遺伝子発現状態の相対的

な活性の違いを調べる測定手段が，マイクロアレイ分析である．0��,マイクロ

アレイ分析に用いるスライドグラスには，多数のスポットが格子状に並んでい

る．１つのスポットが１つの遺伝子の発現状態を表し，あるスポットが赤に発色
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している場合，そのスポットに対応する遺伝子 �		�はリファレンス細胞よりも

サンプル細胞でより多くの3-�,を合成していることを示し，緑だと逆，黄色

だと両細胞で同程度3-�,を合成していることを示す．

興味あるサンプル細胞が個ある場合にそれぞれについてマイクロアレイ分析

を行うと，図 � に示すように個のマイクロアレイデータが得られる．�番目の

マイクロアレイの �		� に対応するスポットの正規化された��色素の発光強

度を���，同じく�:の発光強度を$��とすると，スポットの発光を表す数値は

��� ? ��4�6$��%���8で与えられる．�個のスポットを持つ �番目のマイクロアレイ

は，�次元ベクトル �� ? 6���� � � � � ���8で表され，個のマイクロアレイデータ全

体の集合は ���� � � � � �	�で表される．

－－－図３－－－

��� ベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデル

一般にある遺伝子の活性は他の遺伝子の活性によって影響を受ける．ある遺伝

子 �		�の活性に直接影響する親遺伝子を �		
���
� � � � � � �		

���
�� とした時，その影響

を各遺伝子及びその各マイクロアレイ測定毎に固有の誤差分散を許す以下のノン

パラメトリック加法回帰モデル 6	�	�
�
3���'0 
��'�'*� ��4����'�	 3����8で表す

�!
��'� 
	� )'@��'�
	'� ������%3��� �� 
�(� ����
�．

��� ? ���6�
���
�� 8 A � � �A����6�

���
���
8 A &��

ここで，�����
 は �番目のマイクロアレイで測定された �		�の �番目の親遺伝子の

発現値であり，&��は平均 �，分散 '�を持つ独立正規分布に従う．また，��
6�8は
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Ｂ－スプライン関数で構成される平滑化関数である �B'���� 
	� .
�7� �����．こ

の時，ベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデル 6$
���'
	 	����� 


	� 	�	�
�
3���'0 ��4����'�	 3����8は以下で表される．

�6��C��8 ?

��
��

��6���	���C��8

ここで，��6���	���C��8は��� ? ������� � � � � � �
���
���
��が与えられた時の平均���6�

���
�� 8A� � �A

����6�
���
���
8，分散 '�を持つ正規分布確率密度関数であり，��は各��
� '��を含むパ

ラメータベクトルである．ただし，親遺伝子が存在しない �		�には，� ? �� � � � � 

に亘る ���の平均 (�，分散 '�� を用いる．

全遺伝子に関する 個のマイクロアレイ測定データ全体に亘るこのモデル（グ

ラフ構造）の事後確率は

)6�8

� 	�
��

�6��C��8)6��	�8���

で与えられ，原理的にはこれが最大となるモデルを求めればよい．ここで )6�8

は生物学的な背景知識から得られるネットワーク�の事前確率分布，)6��	�8は

�をハイパーパラメータとする�� に関する事前確率分布である．)6��	�8とし

てはパラメータの多次元正規分布を用いる．また )6�8は，ある遺伝子がその各

親遺伝子によって統制されていることが明らかか否かに関する生物学的な背景

知識から容易に計算可能である．更に遺伝子間の統制パターン候補が複数ある

場合には，それぞれに対応する )6�8の中から最も事後確率の高いモデルを探索

することも可能である．しかし，�� が高次元であるため，一般にこの積分の直

接計算は容易ではない．そこで，積分のラプラス近似に基づく*+$�6$
���'
	

	����� 
	� ��	�
�
3���'0 -�4����'�	 �'���'�	8の計算によって，モデルの対数事
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後確率を評価する方法を用いる �%3��� �� 
�(� ����@�．最大事後確率モデル 6.,�

解8を完全探索することは計算量的に困難なため，ここでは最良優先探索 6������

探索8が用いられる �%3��� �� 
�(� ���#�．ある遺伝子間の統制パターン候補とそれ

に対応する )6�8の下で，それを初期パターンとして各遺伝子間の影響パスの付

加，除去，方向の反転を逐次適用して，より事後確率が大きいモデルを探索して

いく．探索の袋小路に至るとバックトラックして更に事後確率の大きいモデルを

探し続け，規定の ,個のモデルを探し終えて停止する．従って図 �の後半に示す

ように，探索中途を含め規定個数の多数のモデルが得られる．各 �		�から �		�

への影響パスの強さは，そのパスを除去した場合としない場合のモデルの対数事

後確率の差異D*+$��� の大きさによって評価される．対数事後確率差が大き

いほど，影響の大きなパスであると考えられる．

��� バスケット分析による頻出主要部分ネットワーク抽出

探索によって得られる多数のモデルはそれぞれ遺伝子間依存性に関する異なる

ネットワーク候補を表す．各ネットワークにおいてD*+$���の大きい影響パス

は，実際の遺伝子発現の間の依存関係を説明するために必要である可能性が高い

が，最良優先探索の過程においてたまたまいくつかの影響パスのD*+$���が大

きく評価されてしまう可能性もある．従って，本当に必要な可能性の高い影響パ

ス及びそれらが繋がったネットワークは，D*+$���の大きさに加えて探索途中

の多くのネットワークに安定して見られる構造であると考えられる．そこで，探

索過程で導かれるモデルの集合 ���� � � � � ���から，それらにある最小支持度以上

頻出する主要部分ネットワークを抽出することを考える．
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ネットワーク��の各頂点は �		�，各辺はD*+$���の値を持つ影響パスに対

応する．��中のある �		�に対応する頂点は１つしかないため，各頂点は各遺伝

子の固有名で識別される．また，各辺もある遺伝子 �		�から別の �		� へのパ

スとして２つの遺伝子固有名の順序対 �		� � �		�で識別される．従ってネッ

トワーク��は，順序対 �		� � �		�をアイテムとした時にその集合で表現可

能である．今，このようなアイテム集合からある一定値D*+$���	 以上の影響

の大きさを持つ辺 �		� � �		�のみを残し，E��6� ��8を得る．これによって主

要な影響パスのみを含むモデルの集合 � E��� � � � � E���が得られる．これから探索過

程で導かれるモデル集合の頻出主要部分ネットワークは，最小支持度�����以

上の多頻度アイテム集合としてバスケット分析を適用することによって導出で

きる．

あるマイクロアレイデータ ���� � � � � �	�に最良優先探索を適用して，その途中

で得られた :���個のベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデル

���� � � � � ������を得た．各モデルは /��個の頂点（遺伝子）とその間に約 ����個

の辺（影響パス）を有する．これらのモデルに含まれる全ての辺に亘るD*+$���

の最大値と最小値の差の ��FをD*+$���	として，影響が小さい下位の辺を除

去し � E��� � � � � E������を得た．この除去により，各モデルは平均 �/#個の頂点とそ

の間の平均 ��:個の辺に縮約された．そしてこれに����� ? ���の下でバスケッ

ト分析を適用し，殆どのモデル主要部分に共通して現れる頻出主要部分ネット

ワークを導出した．図 #に導出された最大の頻出主要部分ネットワークを示す．

これは１枚の連結したネットワークではなく ��遺伝子からなるほぼ孤立した複
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数の影響パスで構成されるネットワークであるが，全体の ����Fのモデルに共通

して共起が見られた．多くが２つの遺伝子間の影響関係であるが，これらが同時

に作用していると考えられる．

－－－図４－－－

��� グラフマイニングによる頻出主要部分ネットワーク抽出

前節と同じマイクロアレイデータから得られた :���個のベイジアンネットワー

クノンパラメトリック回帰モデルにグラフマイニングを適用し，頻出主要部分

ネットワークを抽出する．同じくモデルに含まれる全ての辺に亘るD*+$���の

最大値と最小値の差の ��FをD*+$���	として，それより影響が小さい辺を除

去し主要な影響を有する辺のみを対象とした．ただし，ここではネットワーク

�� 中の個々の遺伝子間の依存関係ではなく，遺伝子作用のプロセス間の依存関

係を分析する．各遺伝子の機能は一般に��	� G	����4� 6�G8 )��3と呼ばれる記

述子によって簡潔に表される ���	� G	����4� �	����'�3� ����� ���:�．�Gでは１

つの遺伝子に対して���0���� 1�	0�'�	� �3��	�	�の３つの側面から�G )��3と

呼ばれる記述を割り当てている．ここでは，遺伝子が如何なるプロセスで作用す

るかを表す ��種類の ���0��� �G )��3に着目し，データ中の各遺伝子固有名を

それらの���0��� �G )��3に付け替える．こうすると��の中に同じラベルを有

する頂点が複数存在するようになるため，頂点や辺はラベルによっては完全には

識別できなくなる．このようなネットワーク構造をアイテム集合として扱うこと

は困難であり，頂点や辺のラベル以外にもトポロジー情報を含むグラフとして扱
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う必要がある．そこで，ここでは �(�節で述べた原理に基づき多頻度連結誘導部

分グラフをマイニングする,0�.手法 �%	� �0�' �� 
�(������を適用した．

ベイジアンネットワークノンパラメトリック回帰モデルは，遺伝子間の影響の

方向性を含む有向グラフで表される．ただし影響の異なる方向性を含んでいて

も測定データを同様に説明できる等価なモデルが複数存在する場合も多く，モデ

リングにおいて影響の有無の評価に比較すれば方向性に関する評価の信憑性は

低い．また，,0�.を含め現状公開されている多くのグラフマイニングツールが

無向グラフ解析の機能のみを有するものが殆どであることから，本報ではネット

ワークの各辺の方向性を無視し，無向グラフの多頻度連結誘導部分グラフを導出

した．�H�以上のネットワークに共通して見られた３遺伝子以上からなる主要部

分ネットワークを図 :に示す．これは大半のモデルに共通して見られる最大の大

きさの主要部分ネットワークであると考えられる．個々のモデルが /��個の頂点

から成る大規模ネットワークであるにもかかわらず，遺伝子作用プロセス間で強

い影響からなる部分ネットワークは非常に小規模なものに限られることが分か

る．図 �は �H�以上のモデルに共通する頻出主要部分ネットワーク，図 �は全体

の ��F以上に共通する頻出部分ネットワークである．このようにより大きな部分

ネットワークの中には一部に特徴的に現れるものが存在するが，ネットワーク全

体の大きさから見ると特徴的部分の大きさは限られていると言える．このことか

ら，前節のバスケット分析による結果と同様に，遺伝子種類間の強い依存関係に

ついても安定した大きな構造は見られないと見なすことができる．しかしなが

ら，��, 3��
@��'�3同士の関係や��, 3��
@��'�3と ��4
	���� ��4
	'9
�'�	 
	�
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@'�4�	��'�の関係，0��� 0�0��と �����'	 3��'I0
�'�	の関係などには多くに共通し

た安定性が見られ，本解析によって結びつきの強い遺伝子作用プロセスを把握で

きると考えられる．

－－－図５－－－

－－－図６－－－

－－－図７－－－

�� おわりに

本報では，構造化データに関する代表的マイニング手法であるグラフマイニン

グ手法の現状を概観し，更にグラフマイニングの基礎概念，原理，代表的手法に

ついて解説した．そして，多変数間の依存関係を表現する大量のベイジアンネッ

トワークノンパラメトリック回帰モデルに安定に見られる部分ネットワークを同

定するために，グラフマイニングを適用した．その対象として，遺伝子発現状態

を表すマイクロアレイ測定データを取り上げた．これはベイジアンネットワーク

によるモデル化の後処理としてグラフマイニングを適用し，対象とする多変数間

の依存関係を把握するものであるが，モデリングの過程そのものにグラフマイニ

ングを用いて特徴的な変数間依存関係を同定する方法など，今後探求すべき課題

は多いと考えられる．
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(a) グラフ

(b) 一般部分グラフ (c) 誘導部分グラフ
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図 �( グラフと部分グラフの例�
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Bayesian network and nonparametric 
heteroscedastic regression modeling

n sets of microarrays

Dependency among genes

{ }nxx ,,1 L
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T
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